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Resumo 

Na engenharia de petróleo, os conhecimentos relativos à área de reservatório são de 

fundamental importância, uma vez que é o local onde os hidrocarbonetos estão alocados. 

Além disso, as propriedades do reservatório como porosidade e permeabilidade influem 

diretamente na produção do óleo. Nesse contexto, uma teoria bastante importante para 

engenharia de reservatório é a poroelasticidade, que descreve o comportamento acoplado 

entre os fluidos e sólidos em meios porosos. Em diversas pesquisas a poroelasticidade foi 

estudada buscando-se soluções numéricas e analíticas. O presente trabalho aborda a 

poroelasticidade avaliando uma solução analítica, estudando equações de parcela mecânica e 

de fluxo e a partir dos resultados obtidos, compará-los com trabalho anterior que usou 

métodos numérico e analítico, avaliando a exatidão do método numérico quando comparado 

com a solução analítica. Além de estudar melhorias na eficiência da solução analítica, levando 

em conta tempo e precisão da execução da solução em MATLAB a partir da variação do grau 

de truncamento da série envolvida. 

Abstract 

In petroleum engineering, knowledge of the reservoir area is of paramount importance as it is 

where hydrocarbons are located. In addition, reservoir properties such as porosity and 

permeability directly influence oil production. In this context, a very important theory for 

reservoir engineering is poroelasticity, which describes the coupled behavior between fluids 

and solids in porous media. In several studies, poroelasticity has been studied seeking 

numerical and analytical solutions. The present work approaches the poroelasticity evaluating 

an analytical solution, studying mechanical and flow plot equations and from the obtained 

results, comparing them with previous work that used numerical and analytical methods, 
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evaluating the accuracy of the numerical method when compared with the solution analytical 

solution, and study improvements in analytical solution efficiency, taking into account time and 

accuracy of solution execution in MATLAB from varying the degree of truncation of the series 

involved. 

1. Introdução 

A indústria petrolífera vem crescendo cada vez mais no Brasil, principalmente com a 
descoberta do pré-sal recentemente, sendo que estudos para entender e potencializar a 
produção tem ganhado cada vez mais importância. Nesse contexto, um dos fenômenos 
fundamentais que merece ser estudado com cuidado é o fluxo de hidrocarbonetos em meios 
porosos e a produção desses nos campos de petróleo, onde existe grande necessidade de 
compreender o comportamento mecânico no meio poroso, que deve levar em conta o 
comportamento do próprio fluído dentro do espaço poroso. 

Nesse ponto entra a Teoria da Poroelasticidade, que é um dos pilares do presente 
trabalho para o estudo do comportamento de um reservatório de petróleo. Nessa Teoria não 
são levadas em conta somente as tensões mecânicas, como também a pressão exercida pelo 
fluido no interior dos poros.  

O trabalho aqui desenvolvido busca fazer estudos nessa área, fazendo análises da 
Teoria da Poroelasticidade em reservatórios de petróleo usando solução analítica, fato que o 
difere da maior parte dos estudos anteriores nessa área, visto que nesses trabalhos são 
usados métodos numéricos e não analíticos. Dessa forma, busca-se uma metodologia mais 
simples, com menor complexidade e que permita respostas mais rápidas e objetivas das 
equações envolvidas, podendo produzir fundamentos para situações mais complexas. Além 
disso, a solução analítica é analisada quanto a sua precisão e tempo para obtenção dos seus 
resultados em função do grau de truncamento da série envolvida. 

2. Objetivos 

O estudo desenvolvido tem como objetivo principal obter solução analítica da teoria da 
poroelasticidade em reservatórios de petróleo, tendo como base o artigo de Li et al. (2014). 
Além disso, o trabalho visa também comparar esses resultados com estudo anterior de Li et 
al. (2014) onde foram usadas soluções numérica e analítica. Outro objetivo do trabalho é 
estudar a solução analítica utilizada, transformada finita de Fourier e transformada de Laplace, 
analisando seus resultados e grau de truncamento da série envolvida (parâmetros n e q). 

3. Trabalhos Prévios 

A Teoria da Poroelasticidade se fundamenta em estudos relativamente antigos, tendo 
seu início a partir do trabalho de Terzaghi (1925, apud ANFLOR, 2016). Atualmente essa 
produção científica pode ser considerada como o começo da mecânica dos solos como novo 
ramo da ciência na engenharia. Nesse trabalho foi proposto um modelo que introduzia o 
conceito de tensão efetiva, a fim de descrever o comportamento de solos saturados. Isso 
pode ser visto na equação a seguir, onde σ é a tensão total, σ’ é a tensão efetiva e p é a 
pressão dos poros. σ = σ′ + 𝑝 (1) 

O solo, ao ser solicitado por uma pressão, tem seu volume reduzido devido a três possíveis 
causas: a saída de fluido dos espaços vazios, compressão dos grãos e compressão dos 
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fluidos presentes nos vazios. Nesse contexto, Terzaghi (1925, apud FRYDMAN, 1996) e 
Terzagui e Frolich (1936, apud FRYDMAN, 1996) apresentaram análises do comportamento 
de uma camada de solo compressível, com condições de deformação unidimensional e fluxo 
vertical.  

Mais tarde, Biot (1941) modificou a definição de tensão efetiva, visto que o volume poroso 
pode ser alterado com a pressão de incluídos, sendo que a tensão efetiva passou a ter o 
seguinte formato. 𝜎 = 𝜎′ + 𝛼 × 𝑝 (2) 

Recentemente, Li et al.(2014) propôs um problema onde um meio poroso finito contendo 
uma possível fonte/sorvedoro de massa, ou seja, um poço se localiza em uma posição 
arbitrária. Esse problema foi resolvido por solução numérica e analítica. Essa última foi 
discutida em detalhes no trabalho aqui desenvolvido, analisando-se principalmente o grau de 
truncamento da série contida na solução. 

4. Materiais e Métodos 

A fim de se obter uma visualização das soluções analíticas e dar suporte nas 
interpretações, usou-se como ferramenta o MATLAB.  Como se trata da busca por soluções 
analíticas, muitas simplificações devem ser feitas para adequar o modelo sem, no entanto, 
perder a essência do comportamento físico do problema. As simplificações foram as mesmas 
adotadas por Li (2014). A partir das hipóteses e simplificações, as equações de Biot se tornam 
as seguintes: 𝐺∇2𝑢 + 𝐺1 − 2𝜐 𝜕𝜀𝑉𝜕𝑥 − 𝛼 𝜕𝑝𝜕𝑥 = 0 

(3) 

𝐺∇2𝑣 + 𝐺1 − 2𝜐 𝜕𝜀𝑉𝜕𝑦 − 𝛼 𝜕𝑝𝜕𝑦 = 0 
(4) 

𝐺∇2𝑤 + 𝐺1 − 2𝜐 𝜕𝜀𝑉𝜕𝑧 − 𝛼 𝜕𝑝𝜕𝑧 +  𝑓𝑧 = 0 
(5) 

Já a equação geral de pressão dos poros no campo é a seguinte: ∇. [𝑘𝑓𝜇𝑓 (∇𝑝 −  𝑝𝑓 𝑔→)] + 𝑞 =  𝛼 𝜕𝜀𝑉𝜕𝑡 + ( ɸ𝐾𝑓 + 𝛼 − ɸ𝐾𝑠 ) 𝜕𝑝𝜕𝑡  
(6) 

O problema pode ser resumido como um aquífero confinado, saturado e com um ponto, 
indicando a presença de poço, como pode ser visto na Figura 1. O tamanho da direção y foi 
supostamente definido como muito maior que as outras duas direções. 

 
Figura 1 - Meio poroso finito esquematizado com tamanhos a por b. 
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Foram estabelecidas as condições iniciais e de contorno, além de realizar daptações nas 
equações à cima considerando as hipóteses adotadas. Na sequência, baseando-se no artigo 
de Li (2014) foi feita a solução analítica, utilizando-se transformação finita de Fourier e de 
Laplace e aplicando inversões triplas nas equações resultantes, chegou-se à: 

𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 2𝑎𝑏 ∑ 𝑤̅(𝑛, 0, 𝑡)sin (∞
𝑛=1  λn𝑥) + 4𝑎𝑏 ∑ ∑ 𝑤̅(𝑛, 𝑞, 𝑡) sin( λn𝑥) cos( 𝜆𝑞𝑧)∞

𝑛=1
∞

𝑞=1  (7) 

Onde:  

𝑤̅(𝑛, 𝑞, 𝑡) = 𝑎 λq𝑞0 sin( λn𝑥0) sin ( λq𝑧0)(1 − 𝑒− 𝐺 λf𝜆(𝑚+1)𝑡𝛼2+𝐺𝜆𝑓(𝑚+1) 𝑋⁄ ) 𝐺𝜆𝑓(𝑚 + 1)λ̃2  

(8) 

Contudo, os somatórios vão até infinito, o que é inviável no mundo real, assim procurou-se 
estudar o valor máximo que n e q (nmáx e qmáx) podem assumir, levando em conta tempo e 
precisão. Além de comparar os resultados obtidos com as soluções analítica e numérica 
apresentadas por Li (2014). 

5. Resultados 

No artigo, Li (2014) expõe em gráficos os resultados analítico e numérico para duas 
situações envolvendo o problema descrito anteriormente. Na Figura 2, foi plotado os valores 
de wd, deslocamento vertical adimensional, no centro da superfície superior (x=0,5a, z=b) em 
relação ao tempo adimensional td.  

Já na Figura 3, o valor de wd na superfície superior é dado em função da coordenada 
adimensional xd. Os valores não dimensionais de wd, td e xd são dados pelas seguintes 
equações : 𝑥𝑑 = 𝑥𝑎 

(9) 𝑤𝑑 = 𝑤𝑏  
(10) 𝑡𝑑 = λ𝑓 (𝑚+1)𝐺𝑏2 t (11) 

 
Figure 2 - Curva de wd versus td no ponto central da superfície superior. 
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Figure 3 - Curva de wd versus xd na superfície superior. 

Na sequência foram obtidos os resultados da solução analítica variando-se 
simultaneamente os valores de nmáx  e qmáx, obtendo-se as seguintes Figuras 4 e 5. 

 

 
 

Figure 4 - Solução analítica de wd versus td no ponto central da superfície superior (0,5 a, b) para qmáx e nmáx variando. 

 

Figure 5 - Solução analítica de wd versus xd na superfície superior para qmáx e nmáx variando. 

  

Como pode ser visto nas Figuras 4 e 5, para nmáx e qmáx igual ou superior 10, os valores 
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passam a possuir boa exatidão, sendo que para nmáx e qmáx igual a 10, 100 e 1000 as linas 
dos gráficos ficam sobrepostas em ambos os casos e coincidem com os resultados de Li. 

Por fim, foram obtidos os valores do tempo de execução do código para obtenção da 
solução analítica e o valor de wd com precisão de dez casas decimais. O ponto escolhido 
para estudo foi xd=2,5 do gráfico de Li (2014) exposto na Figura 2, ou seja, o valor de wd é 
de, aproxidamente,  - 0,72 para a solução analítica. Variou-se silmultaneamente os valores de 
qmáx e nmáx, chegando-se aos resultados presentes na Tabela 1. 

 
Tabela 1 – Tempo de execução e valor de wd para qmáx e nmáx variando. 

nmáx e qmáx Tempo de execução (s)  Wd (10
-6

) 

1 0,001823 -0,6596743952 

10 0,002043 -0,7216456262 

10
2 

0,003394 -0,7195460076 

10
3 

0,153537 -0,7195680293 

10
4 

15,084926 -0,7195682496 

10
5 

1510,29514 -0,7195682518 

 

Pode-se inferir a partir da Tabela 1 que ao aumentar os valores de nmáx e qmáx, obtem-se 
resultados mais precisos, no entando a partir de determinado ponto o tempo de execução 
começa a ficar bastante alto, já que seu cresimento é exponencial. Devendo-se assim, 
escolher valores de nmáx e qmáx não muito baixos, mas também não muito altos, de forma a se 
obter valores exatos, com boa precisão e sem tomar um tempo muito alto para execução. 

6. Conclusões 

Para as duas situações apresentadas por Li (2014) chegou-se à conclusão que wd em 
função de td em (0,5a, b) apresenta uma tendência de decaimento exponencial, uma vez que 
os valores começam a ficar estáveis próximos de td igual a 1,5. Isso pode ser explicado pelo 
efeito de dissipamento no processo de consolidação. Já para a segunda situação, em que wd 
está em função  de xd, devido ao posicionamento central do ponto e das condições de 
contorno simétricas, a curva comporta-se de forma simétrica em relação ao ponto com 
coordenada xd igual a 0,5. 

Na equação 7, os valores do somatório se iniciam em n e q iguais à 1 e vão até o infinito, 
o que é inviável. Necessita-se escolher os valores que n e q atingem com cuidado (nmáx e 
qmáx, respectivamente). Devendo, portanto, haver um estudo adequado dograu de 
truncamento da série. 

Nos estudos ficou evidente que se nmáx ou qmáx for muito baixo, a solução analítica terá 
sua exatidão prejudicada, devendo-se estabelcer nmáx e qmáx com valores relativamente altos e 
em função da precisão que se quer alcançar. No entanto, deve-se levar em conta também, o 
tempo de execução, pois para  nmáx e qmáx muito altos pode-se tornar inviável 
computacionalmente. 
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